Analyse complexe 12/03/2018 - 14/03/2018

TD 5 : FONCTIONS HARMONIQUES

Exercices A :a préparer a la maison avant le TD, seront corrigés en début de TD.

Exercices #3: seront traités en classe en priorité.
Exercices ..& : plus difficiles.

Exercice 1: £

1. Soient U un ouvert connexe de C et f € H(U). On suppose que f ne s'annule pas. Montrer que In| f| est harmo-
nique.

2. Montrer que si u : C* — R est harmonique, alors il existe une fonction holomorphe f sur C* et une constante
b € R telles que u =Re(f) + bIn|z|.

Exercice 2: Soit U un ouvert connexe de C.

1. Montrer que, si u est une fonction harmonique telle que u? est aussi harmonique, alors © ou u? est holomorphe.

2. Soient u et v deux fonctions harmoniques réelles sur U, avec v non constante. Montrer que ©v est harmonique
si, et seulement si, il existe c € R tel que u + icv est holomorphe.

Exercice 3: Soit u une fonction harmonique réelle sur un ouvert U de C. Montrer que u n’a aucun z€ro isolé.

Exercice 4: 41

1. Soit u une fonction harmonique sur un ouvert U de C. Soient a,b € U tels que [a, b] € U. Montrer que, si u
s’annule une infinité de fois sur [a, b], alors u|(4 p) = 0.

Dans la suite de 'exercice, on se donne un ouvert U de C, et on suppose que U # C. On pose r(z) = d(z,0U) pour z€ U
et r(z) = —d(z,0U) pour z ¢ U. Le but de I'exercice est de démontrer que r est harmonique si, et seulement si, U est
un demi-plan.

2. Montrer que, si U est un demi-plan, alors r est harmonique.
3. On suppose maintenant que r est harmonique.

(a) Montrer que 'on peut se ramener au cas out U ne contient pas 0 mais contient un point xp € R, tel que
1 (x0) = Xo.

(b) En utilisant la question 1, montrer que r(x) = x pour chaque x € R.
(c) En déduire que le demi-plan # = {z € C|Re(z) > 0} est contenu dans U.

(d) Conclure.

Exercice 5:

1. Soit D un disque ouvert de C de centre a. Soit # une fonction harmonique et intégrable sur D. Montrer que
u(a) = ﬁ Jp udm (o m désigne la mesure de Lebesgue).

2. Réciproquement, considérons a € C et V un ouvert borné de C contenant a, et supposons que u(a) = ﬁ Jyudm
pour toute fonction z harmonique et intégrable sur V. On veut montrer que V est un disque centré en a.
(@) Soitr =d(a,0V). Soit be dV tel que |b— a| = r. Montrer que la fonction u définie par :
lz—al?—r?

u(z) = —Iz— e +1

est harmonique et intégrable sur V.
(b) En déduire que V =D(a,r).
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Exercice 6: /ﬁ\ (pour la semaine du 19 mars)

Soit D = D(0,1). L'objectif de cet exercice est d’étudier le probléeme de Dirichlet sur D. On rappelle que le noyau de
Poisson sur D est la fonction Pp : D x D — R définie par:

1-|z*

£~ 22

Soit w une fonction intégrable sur D. L'intégrale de Poisson de w sur dD est par définition la fonction Pw : D — C
définie par :

Pp(z,{) =

do(()

Pw(z) =f w()Pp(z,{)———
oD 2n

1. Montrer que Pw est harmonique.

2. Soit {p un point de continuité de w. Montrer que :

lim Pw(z) = w({yp).

z—(o

3. On suppose que w est continue. Montrer qu’il existe une unique fonction u : D — C continue sur D et harmo-
nique sur D telle que uly3p = w.
Exercice 7: Soit V = D(0,1) \ {0}. On considere la fonction w : 0V — R définie par w(0) = 1 et w({) = 0 pour { €
0D(0,1). On veut montrer que le probleme de Dirichlet pour w et V n’a pas de solution.

1. Supposons que u: V — C soit une telle solution. Montrer que la fonction u est radiale (c’est-a-dire que u(z) ne
dépend que de | z|).

2. Onrappelle que le laplacien s’écrit en coordonnées polaires de la maniére suivante :

Af—az_f+1%+i62f

Tor2  ror  rzog?

Montrer qu’il existe a, b € C tels que u(z) = a+ bln|z|. Conclure.

Exercice 8: Partiel 2017

Soit r >0 et ze C. Montrer que 'on a:

=

1 [2m 1

z—rel?

silz|<r

=

In

In
do = {
In

1
z—w

21 Jo silz| > r.

N

On pourra remarquer que, si |z| > r, alors la fonction z —

est holomorphe sur un voisinage de D(0, r).

Exercice 9: 49 Extrait de 'examen 2017
Dans tout le probleme, si a € C et R > 0, on note D(a, R) (resp. D(a, R)) le disque ouvert (resp. fermé) centré en a de
rayon R. Lorsque a =0 et R = 1, on écrira simplement D et D.

1. Soit h: D(a, R) — R une fonction continue positive, harmonique en restriction a D(a, R). On rappelle que pour
tous0<r < Retfe[0,27], on alaformule de Poisson :

RZ_rZ

. 1 2w .
h(a+ ’9=—f h(a+ Re'hdsr.
(@+re”) 2nJo R%?-2rRcos(0—1t)+r? (@+Re”)

Montrer que :

R- R
R—Jr:h(a) < h(a+re'®) < R+ " ha).

-r

2. Soit U un ouvert connexe de C et (hy) ,en Une suite croissante de fonctions harmoniques sur U. Démontrer que

soit lim;_. o0 hy (2) = +00 pour tout z € U, soit (k) ,en converge uniformément sur les compacts de U vers une
fonction harmonique.



